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Abstract 
We give a purely combinatorial proof of a formula derived by Riordan from a result of 
Touchard. This proof involves a sequence of bijections starting with involutions, passing 
through words, trees .... and ending with polynominoes satisfying the required property. 
Resum/~ 
Une preuve bijective d'une formule tir6e par Riordan d'un papier de Touchard est pr6sent6e. 
Cette preuve proc6de par un encha~nement de bijections allant des involutions aux polyominos, 
en passant par les histoires de fichiers, les mots, les arbres fi deux types de sommets, les couples 
de suites d'entiers jusqu'fi l'object final off la propri6t6 devient 6vidente. 
1. La formule de Touchard-Riordan 
I1 est classique de repr6senter une involution sans point fixe sur les entiers de I/t 2n 
(ensemble que l'on note [1..2n]) par un diagramme compos6 de n cordes joignant 
deux 5. deux 2n points distincts r6partis sur un cercle. Le lecteur trouvera dans un 
autre article de Dulucq et l'auteur un apergu des relations entre cordes, arbres et 
permutations [8]. La Fig. 1 ci-dessous montre la configuration de cordes associbe 
5. l'involution 
c~ =(1,4)(2, 6)(3, 5)(7, 8). 
Les questions qui viennent alors naturellement sont celles relatives aux points de 
croisement des cordes, c'est-5.-dire, n termes d'involution sur [1,2n], aux quadruplets 
(i, j, k, I) tels que 1 ~< i < j < k < l-%< 2n et que (i, k) et (j, l) soient des cycles de l'involution. 
- -  Quel est le nombre de configurations de cordes qui ne se coupent pas? 
- -  Quel est le nombre de configurations ayant un nombre de croisements donne? 
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Fig. 2. Deux autres representations d'une involution sans point fixe. 
C'est, d'apr6s Riordan [20], fi Errera [9] que l'on doit d'avoir le premier post et r+solu 
le probl6me de compter le nombre de configurations oti les cordes ne se coupent pas. 
Ces configurations sont, comme beaucoup d'autres objets combinatoires, compt6es 
par les nombres de Catalan, 
,(2:) 
n+l  " (1) 
Dans une s6rie de trois articles consacr6s ~ l'6tude de configurations associ6es au 
probl~me du timbre poste, Touchard [22-24] 6tudie la seconde question. Mais plut6t 
que d'utiliser un cercle de rayon fini pour repr6senter une involution sans point fixe, 
Touchard utilise un vocabulaire architectural et consid6re les cordes comme un 
syst~me d'arches dont les extr~mit6s ont des points d'un axe horizontal qui 
s'6changent dans l'involution (notons que d'autres comme Read [20] les repr6sentent 
par un diagramme n dents de scie). La Fig. 2 montre ces deux pr6sentations d'une 
m~me involution sans point fixe ~. 
Touchard trouve une solution dont l'expression, reformul6e par Riordan [19] de 
mani6re plus condens6e t plus explicite, s'6crit ~. l'aide des nombres de Delannoy 
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(appel6s ballot numbers par l'6cole anglo-saxonne), "-J D,+j- (cf. [-24,9]). Ces hombres, qui 
s'expriment par la formule (3) ci-dessous, ont 6galement la propri6t6 d'6num6rer les 
facteurs gauches de Dyck (cf. [-26]) de longueur 2n et de hauteur finale 2j. En 
reprenant les notations de Touchard [-23], e'est-~-dire en appelant T.(x) le polyn6me 
6num6rateur des configurations de n cordes elon leur nombre de croisements, ett,(x) 
le polyn6me dont les coefficients ti, j sont les nombres de Delannoy, on peut 6crire, 
avec  
t , (x )=(1-x)"T , (x)= ~ ( -  1)Jt.,jx JO+a)/2, (2) 
j=O,n 
(L) (n (3) 
Remarque 1.1. Le polyn6me T.(x) est aussi le moment #. des q-analogues des 
polyn6mes d'Hermite H.(x; q) introduits par Rogers pour d6montrer les c616bres 
identit6s de Rogers-Ramanujan. 
Dans cet article nous nous proposons de donner une preuve bijective des formules 
(2) et (3) que nous appellerons formules de Touchard-Riordan, en interpr6tant les 
coefficients t,,j fi l'aide d'une classe particuli6re d'involutions ans point fixe. Nous 
utilisons, outre les configurations de cordes, d'autres objets combinatoires n bijection 
avec les involutions, que sont les mots, les chemins et les arbres. Mais c'est grfice fi un 
sixi6me objet, la familte des polyominos horizontalement convexes, que la preuve 
appara~t clairement. 
2. La chaine d'objets utilis~s 
2.1. Les involutions ans points fixes et leurs histoires 
La Fig. 3 suivante montre une involution sans point fixe et l'histoire de fichier 
associ6e st constitu6e d'un chemin de Dyck, avec des valuations ur les pas descend- 
ants indiquant le nombre de croisements (cf. [12, 13]). C'est ici une valuation de 
Hermite, c'est-fi-dire nulle sur les pas montants, et comprise ntre 0 et la hauteur de 
l'extr6mit6 du pas pour les pas descendants. Elle correspond a une histoire de file de 
priorit& 
(La somme des hauteurs des bases des carr6s, repr6sentatifs de la valuation, donne 
le nombre de points de croisements de l'involution). 
Remarque 2.1. Les q-analogues des polyn6mes d'Hermite, encore appel6s polyn6mes 
de q-Hermite, H.(x; q), 6voqu6s fi la Remarque 1 satisfont la r~currence, 
Hn+ l (X; q)= xH,(x; q)--(1 +q+q2 + ... + q.-1)H._ l (x; q). 
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Fig. 3. Une involut ion et son histoire. 
D'apr~s la th6orie combinatoire des polyn6mes orthogonaux (voir Flajolet [11] ou 
Viennot [25]), la valuation des chemins de Dyck interpr&ant les moments est celle des 
histoires fdp. Ceci d6montre la Remarque 1.1, fi savoir que le moment des polyn6mes 
de q-Hermite est le polyn6me 6num6rateur des involutions selon le nombre de 
croisements. L'identit6 (2) de Riordan-Touchard peut aussi &re d6duite du calcul des 
moments des polyn6mes de q-Hermite (voir [16]). Rappelons enfin que la combina- 
toire des croisements de ces involutions joue un r61e fondamental dans la partie 
bijective de l'6valuation de l'int6grale de Askey-Wilson ([2, 16]). 
Soit T(z,x) la s6rie commutative 6num6rant les involutions elon le nombre de 
paires et celui de croisements. En utilisant le polyn6me T,(x) introduit dans la formule 
de Touchard-Riordan en (2), on peut 6crire, 
r(z,x)= y~ r.(x)z". 
n>~0 
2.2. Involutions tout-ou-rien connexes (TORC) 
Particularisons les involutions. Nous dirons qu'une involution sur [1..2n] est 
connexe si et seulement s'il n'existe pas d'entier k tel que 1 ~< k < 2n et que a(i)~< k pour 
tout i tel que 1 ~< i ~< k. 
D'autre part, consid~rons les involutions v~rifiant l'alternative suivante, pour toute 
fermante, c'est-~-dire tout entier k tel que ~(k)= i et i< k, 
(i) k est une fermante minimale, i.e. toute ouvrante inf6rieure fi k se ferme avant, soit 
i< j<k  ~ ~(j)<k, 
(ii) k est une fermante maximale, i.e. toute ouvrante inf~rieure ~i a(k) se ferme avant 
k, soit 
j< i  ~ ~(j)<k. 
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Fig. 4. Un involution TORC et son histoire. 
La Fig. 4 montre une involution TORC.  Ces involutions TORC ayant n + 1 arches 
sont cod6s par des histoires fdp associ6es fi des mots de Dyck premiers fi 2n + 2 lettres, 
donc des mots de Dyck fi 2n lettres. 
A toute involution TORC cod6e par un mot f, on peut associer un signe 6gal 
fi ( -1 )  '~ off r Ies t  le nombre de fermantes maximales. 
Appelons O.,p,, le nombre d'involutions ayant n+ 1 arches, p croisements et 
r fermantes maximales, et posons 
p 
O,.p= ~ ( -  1)'O.,p,r, (4) 
r= l  
O,(x) le polyn6me en x ainsi d6fini, 
O.(x)= ~ O.,pxP, 
p=O 
et 
O(z,x)= y~ O.(x)z". 
nN1 
Pour &ablir bijectivement la formule de Touchard-Riordan,  il suffit de montrer les 
deux proposit ions uivantes, 
Propriete 2.2. Pour tout n >1 1 on a l'~galitb, 
O. (x)=(1- -x)"T . (x) .  (5) 
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Propri6t6 2.3. Pour toutes valeurs de net  de p, O.,p=0, sauf si p= 1 +2+ ... +k= 
n-k  (k~l) alors O.,p=(--1)kt. ,k avec t.,k=O.+k=(.2-"k)--(._]"--1)- 
La premi6re est une cons6quence directe du codage, et la suite de l'article est 
consacr6e ~i la preuve bijective de la seconde. 
2.3. Mots de Dyck bicolorbs et arbres ~ cerises 
Puisqu'il n'y a que deux cas possibles pour une fermante d'une involution TORC,  
ces involutions peuvent ~tre cod6es par un mot sur un alphabet fi trois lettres, la seule 
lettre z codant une ouvrante, et les deux lettres £ et 37 codant une fermante suivant que 
celle-ci est minimale ou maximale. On a ainsi le langage L d'~quation, 
L = ~ + zL iL  + zL37L. (6) 
Pour tout mot  g de L codant une involution TORC,  [g]~ est 6gal au nombre de 
fermantes maximales, et le poids de g, 6gal fi la somme des hauteurs des )7, s'exprime n 
posant pour tout mot u, 6(u)=lu]z-(]U[z+]U]y) par, 
~(g)= Z 6(u). 
O=u~)v 
Ce poids est ~gal au nombre de croisements. 
Ainsi le nombre O,,~,r, d6fini pr6c6dement, est 6gal au nombre de mots g de L tels 
que 191 =2n, ]gl~=r, et m(g)=p, c'est-fi-dire aux involutions fi n+ 1 arches, p croise- 
ments et r fermantes maximales. 
C'est aussi le nombre d'une certaine famille d'arbres, les arbres fi cerises, cod6s par le 
langage L, dans lesquels les sommets ont de deux types, les cerises, repr6sent6es la
Fig. 5 par des carr6s, et les sommets ordinaires. Dans le parcours en profondeur 
classique, on 6crit 37 (respectivement 2) lors du second passage par une ar~te quittant 
une cerise, (resp. un sommet ordinaire). Ainsi O,,p,r sera le nombre d'arbres planaires 
ayant n ar&es, r sommets carr6s, et dont la longueur de cheminement des sommets 
carr6s est 6gale fi p. 
Exemple. Le mot  z z 37 z z z ~ 37 z 37 y z 37 ~ z L correspondant fi l ' involution de la 
Fig. 4, code aussi l 'arbre repr6sent6 dans la Fig. 5 qui a 5 cerises et une longueur de 
cheminement de 12. 
Consid6rons les involutions TORC poss6dant la propri6t6 suppl6mentaire que les 
fermantes qui suivent imm6diatement une ouvrante sont maximales. Le langage 
associ6 Pest  un sous-ensemble de L v6rifiant l'6quation, 
P=z 37+z 37 P+z  P 37+z P 37 P+z  P ~+z P 2 P. (7) 
Pour les arbres cod6s par ce langage, toutes les feuilles sont des sommets carr6s. 
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Fig. 5. Un arbre fi cerises. 
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Fig. 6. Un arbre a cerises et son squelette (en gras). 
On a alors une propri&6 factorisation des mots de L analogue fi la propridt6 de la 
factorisation de Catalan de Chottin et Cori [-4] qu'6nonce le lemme suivant, en notant 
D le  langage de Dyck sur z et £. 
Lemme 2.4. Tout mot f de L a une unique factorisation, f= J lu l f zu2""  j'2puzpf2p+ 1, 
v~rifiant les conditions uivantes, 
les fl sont des roots de D (1 <~i<<,2p+ 1),
ui, 1<~ i<~2p, est une lettre de {z,L-9}, 
UaUz..'uzp est un mot de P. 
On appelle squelette de l'arbre le sous arbre maximal dont toutes les feuilles sont des 
carr6s. La Fig. 6 ci-dessus montre le squelette n trait 6pais. Le mot code est le mot 
suivant off les lettres en gras forment le mot de P, qui code clairement le sous-arbre. 
zzz~zz~z2z~z~f izz f i zzZzYzS~zzz fz f~fz~zZ.  
Exemples. (a) 6)., 1 =-  O., 1,1 off O., 1,1 compte le nombre d'involutions ans point 
fixe ayant n + 1 arches, un croisement et une fermante maximale de hauteur n6ces- 
sairement 1. C'est donc aussi le nombre de mots de L qui les codent; or ces mots 
possddent un seul -9 et cet 9 est de hauteur 1 dans le mot. D'apr6s le lemme pr6c6dent 
ce sous-ensemble de Les t  6gal h D z D -9 D, or ce langage est clairement en bijection 
avec le langage D z D z D c'est-h-dire le langage des facteurs gauches de Dyck de 
hauteur finale 2, et l'on a 
o.,1,,  = D.": I. 
(b) De m~me pour p = 2, on a, d'aprds la formule (4), 
2 
o.,~ = y__, ( -  1)'o,,~,,. 
r= l  
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Or d'apr6s le lemme pr6c6dent, O.,2,1 compte le nombre de mots de longueur 2n du 
langage D z D z D 29 D ff D et On, E, 2 compte le nombre de mots de longueur 2n du 
langage D z D 29 D z D 29 D. Ces deux langages ont clairement en bijection et l'on 
a On,2, 1 =On, 2,2, donc On, 2=0. 
Cette propri6t6 est due d'une part au fait que les roots z z )5 Z et z y z y ont m~me 
poids et des signes oppos6s, et d'autre part que tout mot de L a une unique 
factorisation. Ce r6sultat se g6n6ralise t l'on a le th6or6me. 
Th~oreme 2.5. II existe une involution qui op&e sur les mots de P. Cette involution 
conserve la longueur et le poids du mot, c'est-fi-dire la somme des hauteurs des lettres 29 et 
change le signe, c'est-~-dire la paritd du nombre de lettres 29. Ses seuls points fixes sont les 
roots zP29 p (p >1 1). 
Avant d'aborder la preuve du th6or+me, qui sera faite fi l'aide d'un nouvel objet, 
remarquons que la Propri6t6 2.3 est un corollaire imm6diat de ce th6or+me. 
Preuve de la Propri~t+ 2.3. Soit f un mot de L. D'apr6s le Lemme 2.4, il s'6crit, 
f=  fxu, fEu2 "" f2puEpf2p+ 1.
Si son squelette uxu2 ... uzp n'est pas de la forme zr29 r, il lui correspond 'apr6s le 
th6or~me 2.5 un mot diff6rent de m6me longueur et de m6me poids mais de signe 
oppos6, VlVz ... Vzp, donc le mot 9 =fxvl f2v2 ... fz~vapfzp+l a m6me longueur, m~me 
poids que f et signe oppos6, et donc leurs contributions s'annulleront mutuellement 
dans le calcul de O,.p. 
Par contre tousles roots ayant marne longueur et comme squelette zr29 ' vont avoir 
marne poids p= 1 +2. . .  +r=r( r+ 1)/2 et mame signe, et donc leur contribution va 
s'ajouter. Le coefficient de x p dans On.p sera donc au signe pr+s le nombre de mots de 
longueur 2n dans (D z)" (O 29)' D, clairement en bijection avec le langage (D z)' (D z) r D. 
C'est donc le nombre de facteurs gauches de mots de Dyck de longueur 2n et de 
hauteur finale 2r, c'est-fi-dire le nombre de Delannoy D~+~. 
Dans le polyn6me 
o.(x)= Z o . , l ,  
p~>O 
les seuls coefficients non nuls sont ceux pour lesquels pest  un entier v6rifiant, 
- -  O<~p~n(n+ 1)/2, 
- -  il existe un entier r tel que p=r( r+ 1)/2, 
et alors ce coefficient vaut 
1)r((n r) (n 1)) [] 
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Fig. 7. Les 4 premiers mots de Pet les arbres associ6s. 
2.4. Polyominos convexes 
Remarquons que le Th6or6me 2.5 est 6vident pour les mots de P de longueur 2 et 4, 
comme le montre la Fig. 7 off l 'on a reprhsent6 les arbres 5. n arfites (n = 1,2 ou 3) dont 
les sommets ont carr6s ou non et dont toutes les feuilles sont carr6es, les roots de P de 
longueur 2n qui les codent, et les chemins associ6s. 
Mais il n'est plus 6vident pour n>~6, et pour 6tablir le th6orhme dans le cas 
g4n4ral, nous allons utiliser un autre objet en bijection avec les mots de P, les 
polyominos convexes. Cette bijection est inspir6e par une bijection 6tablie par 
Fedou [10] dans un cadre plus g6n6ral. Puis nous allons dhfinir par une simple 
manipulation sur les cellules, une involution sur ces polyominos qui change la parit6 
du nombre de bandes en laissant invariant la diff6rence ntre raire et le nombre de ces 
bandes. 
Nous allons coder les mots de P de longueur 2n par deux suites d'entiers 
de longueur k, (ai) et (bi), l<~i<~k, telles que k est le nombre d'occurrences de )7 
dans le mot, al est le nombre de z qui pr6c6dent la i 4me occurrence de 37 et bi 
le nombre de Z ou 37 qui prhchdent cette m4me occurrence. Plus pr6cishment, on a la 
proposition, 
Proposition 2.6. Les roots de P de longueur 2n sont en bijection avec deux suites 
d'entiers (ai) et (bl), 1 <~ i ~ 2n, vOrifiant les conditions uivantes, 
- -  l~a l  <~a2<~... <~ak~n, 
- -  O=bl<ba<. . .<ba 
bi<ai, 1 <~i<~k. 
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Fig. 8. Rep6rage de la idme bande. 
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Fig. 9. Un mot de P, l'arbre et le polyomifio associ6s. 
De plus il est clair que si le mot w de Pest  repr6sent6 par le couple de listes (ai) et (bl) 
de longueur k, le poids de west  ~]~=1 (ai-bi), et le signe sgn(w) est ( -1 )  k. 
D'autre part consid6rons dans le plan combinatoire H=Z x 7/ les figures com- 
pos6es de bandes horizontales uperpos6es, chaque bande &ant form6e de carr6s 
unitaires cons6cutifs ayant en commun un c6t6 vertical. Une bande est rep6r6e par son 
abscisse, position du bord gauche, sa longueur, 6gale au nombre de carr6s unitaires qui 
la composent, et son num6ro ou ordonn~e. L'ensemble forme un polyomino horizon- 
talement convexe. 
On peut alors d6finir la construction suivante, not6e ~, qui associe fi tout mot de 
P un ensemble de bandes, ainsi d&ermin6, si w est repr6sent6 par le couple 
(ai, b~)l~i~k, ~(w) sera constitu6 de k+ 1 bandes; pour 1 <~i<~k, fli a pour abscisse b~, 
pour ordonn6e i et pour longueur at-bi + 1, comme indiqu6 sur la Fig. 8 ci-contre. 
flk+l est constitube d'une seule cellule d'abscisse ak. 
Exemple. Le mot w = z z z )7 ~ )7 z z y z z z y z y y, apparu dans l'exemple de la Fig. 6 
est reprbsent6 par les 2 suites d'entiers, (ai)1<~i<~6=(3,3,5,8,8,8) d'une part, et 
(b~) 1 ~i~ 6 = (0, 2, 3, 4, 6, 7). La Fig. 9 montre le chemin, rarbre et l'ensemble de bandes 
associ6 fi w. 
On a alors le r6sultat suivant, 
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Fig. 10. Un diagramme de Ferrers en escalier dgulier. 
Proposition 2.7. La construction ~O est une bijection entre les mots w de P de lon,queur 2n 
de poids pet  ayant q lettres yet  les polyominos parallOloqrammes constitu~s de q + 1 
bandes horizontales, et n + 1 colonnes, d'aire p + q + l, n'ayant pas deux bandes horizon- 
tales adjacentes de mOme abscisse, et dont la bande sup&ieure est composbe d'une seule 
eellule. 
Preuve. La v6rification, consequence directe des propri6t6s g6n6rales des mots de 
Dyck, et de celles particuli&es au langage P, est laiss6e au lecteur. Remarquons que 
grgtce fi l'ajout d'une cellule dans chaque bande horizontale par rapport 5. la valeur 
a l -b l  qui donne la hauteur de la i 6me occurrence de la lettre 37 dans le mot, on est 
assur6 de l'abscence de points d'articulation dans le polyomino. [] 
Exemple. Le mot z 3 y f y Z 2 y Z 3 fi Z y fi de l'exemple pr6c6dent a 16 lettres, 6 yet  un 
poids de 13. Le polyomino associ6 par ~ poss6de 7 bandes, 9 colonnes et 20 cellules 
carr6es. 
Les mots zqy q (q >> 1) points fixes de l'involution 5. construire du Th6or6me 5.2, ont 
pour polyomino associ~ par qJ un polyomino parallelogramme t l que les abscisses 
initiales des bandes superpos6es consbcutives diff6rent exactement d'une unit& et que 
les abscisses finales sont routes 6gales 5. q + 1. La Fig. 10 ci-contre montre ~(z 6 156) qui 
constitue un diagramme de Ferrers en 'escalier' r6gulier. 
Soit Q=~(P) ,  et Q0=~({:y  q, 1 ~<q}). Nous allons alors d6finir, pour achever ce 
travail, une application de Q dans Q, que l'on notera ~c, qui laissera invariants les 
polyominos de Qo et 6changera 2 5. 2 ceux de Q \Qo en changeant la parit6 du nombre 
de bandes. 
Pour cela introduisons deux param6tres u et v sur tout 616ment g de Q. Si g est un 
polyomino compos6 de q+ 1 bandes d'abscisse bi (1 <~i~q+ 1) et n+l  colonnes, on 
pose 
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Fig. 11. Un polyomino parall61ogramme et ses deux param6tres u et v. 
(i) u = n + 1 - b k s'il existe un entier k (1 < k ~< q) tel que b k > b k -  1 + 1, sinon u = n + 1; 
(ii) v----az+a --ax off lest le plus grand entier (1 <<.l<q) s'il existe tel que al+l - -net  
a t < n, sinon v = n + 1. 
Ces param6tres ont illustr6s sur la Fig. 11 ci-contre qui montre un 616ment de 
l'ensemble Q. Clairement, le sous-ensemble Qo est l'ensemble des polyominos n de 
Q tels que u(r0 = v(n)= n + 1 (otl n est le nombre de colonnes). Posons 
Q+ = {~l~eO\Oo, u(~)~<v(~)}, 
Q- = {~ I~ • O \Oo, u(~) > v(~)}. 
Nous sommes alors en mesure de d6finir x, 
(a) z~•Q+: Soit k tel que bk=n+l - -u (n ) ,  et l tel que at--al-~=v(~). Le fait que 
soit connexe et sans point d'articulation implique que k > I. Informellement, pour 
construire r( 5_ partir de ~, on enl6ve les u cellules les plus 5_ droite de la bande Iet on 
ajoute une cellule 5_ droite de chacune des bandes k ,k+ 1, ... ,q+ 1 puis on couvre le 
tout par une (q + 2)i6me bande d'une seule cellule. 
(b) n•Q- :  On comble la bande l par v cellules carr6es et l'on enl6ve sur les bandes 
sup6rieures v+ 1 cellules, une par bande. 
Ces operations ont d6crites ur la Fig. 12 off le s igne-  marque les cellules 5. enlever 
et le signe + les cellules 5. ajouter. 
D6finissons le poids d'un polyomino 7z comme la diff6rence entre le nombre de 
cellules et le nombre de rang6es; on &ablit alors le r6sultat final, qui ach6ve la preuve 
du th6or6me 
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Fig. 12. Deux  exemples de l'involution K. 
Ei~iiil 1:: 
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Fig. 13. Le  polyomino, l'arbre et le mot de Pen  bijection avec ceux de la Fig. 9. 
La Fig. 12 ci-dessus illustre les deux cas de la d6finition de ~c, et la Fig. 13 montre le 
polyomino, le chemin, le mot et l'arbre en correspondance avec le polyomino, le 
chemin et le mot de l'exemple de la Fig. 9. 
Remarque 2.9. I 1 y a 6quivalence ntre les polyominos parall61ogramme et les 'Ferrers 
gauches' d6finis par un couple de partition d'entiers 3+ et p telles que pc2 .  Cette 
bijection agissant sur les polyominos parallblogrammes a des analogies avec celle 
(plus simple) de Franklin d6finie sur les diagrammes de Ferrers et d6montrant le 
th6or6me pentagonal d'Euler (voir le livre d'Andrews [1, p. 10]). 
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